

Μάθημα:Γεωμετρία Ά Γυμνασίου             Τίτλος Εργασίας:Χρυσή Τομή                    Όνομα:Νικόλαος                                    Επώνυμο: Ράπτης                                                                                                                                                          Τμήμα:Α’3      
      [image: image1.emf][image: image2.png]


  [image: image3.emf]                   [image: image4.emf]        [image: image5.emf]          [image: image6.emf]                                           



Περιεχόμενα

1.Πρόλογος                           ΣΕΛ.3                   
2.Ιστορική αναδρομή            ΣΕΛ.4  
3.Η χρυσή τομή στη Γεωμετρία και τη Στερεομετρία       ΣΕΛ.6
4.Ο αριθμός Φ            ΣΕΛ.10
5.Η χρυσή τομή στον άνθρωπο και το ζωικό βασίλειο     ΣΕΛ.13
6.Η χρυσή τομή στη φύση   ΣΕΛ.14
7.Η χρυσή τομή στη ζωγραφική και τη γλυπτική    ΣΕΛ.15
8.Η χρυσή τομή στην αρχιτεκτονική   ΣΕΛ.18
9.Η χρυσή τομή στη μουσική, τον κινηματογράφο και την ποίηση  ΣΕΛ.18
10.Ο Φ και η αυτοομοιότητα  ΣΕΛ.21
11.Βιβλιογραφία    ΣΕΛ.23
                  1. Πρόλογος
Τα Μαθηματικά υπάρχουν παντού γύρω μας. Σχήματα, αριθμοί και

έννοιες, μπλέκονται μεταξύ τους περιμένοντας να τις ανακαλύψουμε. Μέσα

στους αιώνες, κάποια φωτεινά μυαλά «ξεκλειδώνουν» κάποια από τα

μυστικά που υπάρχουν στη φύση, ενώ κάποια άλλα τα παίρνουν και τα

χρησιμοποιούν είτε στις τέχνες είτε στις επιστήμες.

Στην εργασία αυτή, γίνεται μια προσπάθεια να περιγραφεί με όσο πιο

απλό τρόπο γίνεται η έννοια της χρυσής τομής που τόσο πολύ έχει

απασχολήσει την ανθρωπότητα μέσα στα χρόνια, καθώς και της δίδυμης

έκφρασής της, του «μαγικού» αριθμού Φ. Σε πολλούς αυτός ο αριθμός

μπορεί να μη λέει τίποτα. Αδικημένος σε σχέση με άλλους διάσημους

αριθμούς όπως ο π (όλοι μας τον γνωρίζουμε κι από τις τάξεις του

Δημοτικού ακόμα), ο e ή ο i (τους δύο τελευταίους οι πιο πολλοί τους

μαθαίνουμε στο Λύκειο).

Λιγότερο γνωστός, αλλά όχι λιγότερο σημαντικός, ο αριθμός Φ έχει κατά

καιρούς σχετιστεί με ονομασίες όπως Θείος αριθμός, Θεία αναλογία, χρυσή

αναλογία, χρυσός αριθμός, χρυσός λόγος, και βέβαια χρυσή τομή. Τι σχέση

μπορεί να έχει όμως με τον Παρθενώνα, τη Μόνα Λίζα, την Αφροδίτη της

Μήλου, τα κουκουνάρια και το σχήμα των γαλαξιών;’Εχει σχέση γιατί η χρυσή 
Τομή είναι η αναλογία των διαστάσεων ενός κτηρίου.
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2.ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑΔΡΟΜΗ

Ανάμεσα σε αξιοσημείωτες μαθηματικές θεωρίες και ανακαλύψεις,

εξέχουσα θέση καταλαμβάνει ο χρυσός αριθμός Φ. Μέσα στους αιώνες έχει

γνωρίσει πολλές ονομασίες όπως χρυσή τομή, χρυσός λόγος, χρυσή

αναλογία, θείος αριθμός, θεία αναλογία. Επιπλέον, αυτός ο αριθμός

καλύπτει ένα μεγάλο φάσμα αριθμητικών σχέσεων και ιδιοτήτων που

εμφανίζονται στην φύση, στο σύμπαν, στην τέχνη αλλά και στον ανθρώπινο

οργανισμό. Στην παρούσα φάση αυτής της ερευνητικής εργασίας, θα

εξετάσουμε κάποιες μεγάλες μαθηματικές φυσιογνωμίες που με το ανήσυχο

πνεύμα τους συντέλεσαν στην ανακάλυψη αυτής της θαυμαστής θείας

αναλογίας που σχετίζεται άμεσα με τα μαθηματικά.

2.1 Η ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΗΝ ΑΡΧΑΙΑ ΕΛΛΑΔΑ

Ο Πυθαγόρας ο Σάμιος (περίπου 585 π.Χ-περίπου 500 π.Χ.) ήταν από

τους πρώτους που αντελήφθησαν τη χρυσή τομή. Παρατήρησε ότι τα φυτά

και τα ζώα δεν αναπτύσσονται τυχαία αλλά σύμφωνα με μαθηματικούς

κανόνες. Είναι σχεδόν φανερό ότι οι Αρχαίοι Έλληνες γνώριζαν την ύπαρξη

του χρυσού λόγου, καθώς και ότι το πεντάλφα (που ήταν το σύμβολο της

σχολής των Πυθαγόρειων) υπόκειται σε αυτήν την αναλογία. Οι Πυθαγόρειοι

συγκαταλέγονται στους πιο σπουδαίους επιστήμονες της εποχής εκείνης.

Όπως προαναφέραμε, το σύμβολο των Πυθαγόρειων ήταν το πεντάλφα που

σήμαινε «υγεία». Στην σχολή του Πυθαγόρα, σε επιστολές που αντάλλασαν

μεταξύ τους, άρχιζαν αμέσως με το «υγίαινε» ως τον χαιρετισμό τον πιο

κατάλληλο τόσο για το σώμα όσο και για την ψυχή, περιλαμβάνοντας όλα

τα ανθρώπινα καλά. Πράγματι, το Πεντάγραμμο, το τριπλά διατετμημένο

τρίγωνο, ήταν αυτό που χρησιμοποιούσαν ως σύμβολο της ομάδας τους.

Άλλο ένα πρόσωπο στο οποίο θα πρέπει να αναφερθούμε είναι ο

Ευκλείδης (περίπου 325 π.Χ.-265 π.Χ.), γνωστός και ως «πατέρας» της

γεωμετρίας.

Ο Ευκλείδης συστηματοποίησε και έθεσε σε στέρεες θεωρητικές βάσεις τα

συμπεράσματα στα οποία είχαν φτάσει άλλες προσωπικότητες της εποχής

εκείνης. Είχε επίσης την ικανότητα να ανασυντάξει τις αποδείξεις των

θεωρημάτων σε σύντομους μαθηματικούς αυστηρούς όρους. Τέλος, όλες οι

πληροφορίες σχετικά με τη χρυσή τομή καταγράφονται στο βιβλίο του

«Στοιχεία» και ελάχιστοι θα διαφωνήσουν ότι τα «Στοιχεία» ήταν το πιο

σημαντικό και μεγαλύτερο εγχειρίδιο της εποχής εκείνης.

2.3 Η ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΟ ΜΕΣΑΙΩΝΑ ΚΑΙ ΤΗΝ ΑΝΑΓΕΝΝΗΣΗ

Οι Αρχαίοι Έλληνες ήταν οι πρώτοι που ανακάλυψαν και ερεύνησαν τη

χρυσή τομή. Όμως, οι έρευνες δεν σταμάτησαν τότε, αλλά συνεχίστηκαν.

Πολλοί σπουδαίοι μαθηματικοί και επιστήμονες ασχολήθηκαν με αυτήν

από το Μεσαίωνα μέχρι και σήμερα… Ονόματα όπως Johannes Kepler,

Luca Pacioli, Leonardo da Vinci και Leonardo Fibonacci.

Leonardo Fibonacci (περίπου 1170-περίπου 1250)

Γνωστός και ως Λεονάρντο της Πίζας, ο Ιταλός μαθηματικός έμεινε

γνωστός στην ιστορία για την περίφημη ακολουθία Φιμπονάτσι και την

εισαγωγή του ινδοαραβικού δεκαδικού συστήματος αρίθμησης στην

Ευρώπη. Με το βιβλίο του Liber Abaci του 1202, εισήγαγε τη έννοια της

ακολουθίας στα Μαθηματικά της Δυτικής Ευρώπης, αν και η ακολουθία

είχε περιγραφεί πιο πριν από τους Ινδούς. Η ακολουθία Φιμπονάτσι

προκύπτει από τους φυσικούς αριθμούς ως εξής:

Ο πρώτος όρος της είναι το 1, ο δεύτερος πάλι το 1, και κάθε επόμενος όρος

δημιουργείται με πρόσθεση των δύο προηγούμενων.

Δηλ. 1+1=2, 2+1=3, 3+2=5, 5+3=8, 8+5=13 κ.ο.κ.

Προκύπτει έτσι η ακόλουθη σειρά αριθμών: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,…

Αν διαιρέσουμε τώρα δύο διαδοχικούς όρους της ακολουθίας Φιμπονάτσι

(έναν αριθμό με τον αμέσως προηγούμενό του), παίρνουμε τα παρακάτω

αποτελέσματα:

1/1=1.000000 13/8=1.625000 144/89=1.617978

2/1=2.000000 21/13=1.615385 233/144=1.618056

3/2=1.500000 34/21=1.619048 377/233=1.618026

5/3=1.666666 55/34=1.617647 610/377=1.618037

8/5=1.600000 89/55=1.618182 987/610=1.618033

Παρατηρούμε ότι όσο συνεχίζουμε, ο λόγος κάθε δύο διαδοχικών όρων

ταλαντεύεται, αλλά πλησιάζει όλο και περισσότερο την τιμή 1.618033…,

δηλαδή στο Χρυσό Λόγο (ή αλλιώς τον αριθμό Φ). Αυτή η ιδιότητα

ανακαλύφθηκε το 1611 από το Γερμανό μαθηματικό και αστρονόμο

Johannes Kepler (1571-1630), αλλά πέρασαν πάνω από εκατό χρόνια

πριν αποδειχθεί η σχέση μεταξύ της ακολουθίας και του Χρυσού Λόγου

από τον Σκωτσέζο μαθηματικό Ρόμπερτ Σίμσον.

Όμως ο κυριότερος λόγος της φήμης του Φιμπονάτσι και της εκπληκτικής

συνεισφοράς του στον Χρυσό Λόγο προέρχεται από ένα εξαιρετικά αθώο

πρόβλημα που είναι το παρακάτω :

Ο Φιμπονάτσι πήρε ως δεδομένο έναν ιδανικό πληθυσμό κουνελιών και

κάνει τις εξής υποθέσεις: έχουμε ένα νεογέννητο ζευγάρι κουνελιών σε ένα

χωράφι και μετά από ένα μήνα τα κουνέλια είναι σε θέση να ζευγαρώσουν.

Στο τέλος του δεύτερου μήνα το θηλυκό μπορεί να γεννήσει ένα ζευγάρι

κουνελιών, τα κουνέλια δεν πεθαίνουν ποτέ και κάθε ζευγάρι κουνελιών

γεννά ένα νέο ζευγάρι στο τέλος του δεύτερου μήνα. Το ερώτημα που έθεσε

ο Φιμπονάτσι ήταν: πόσα ζευγάρια κουνελιών θα έχουν γεννηθεί σε ένα

χρόνο;

Στο τέλος του πρώτου μήνα, ζευγαρώνουν, αλλά ακόμη υπάρχει μόνο ένα

ζεύγος.

Στο τέλος του δεύτερου μήνα, το θηλυκό γεννά ένα νέο ζευγάρι, οπότε

υπάρχουν δύο ζευγάρια κουνελιών.

Στο τέλος του τρίτου μήνα, το πρώτοθηλυκό γεννά και δεύτερο ζευγάρι

κουνελιών, οπότε υπάρχουν συνολικά τρία ζεύγη κουνελιών.

Στο τέλος του τέταρτου μήνα, το πρώτο θηλυκό γεννάει ακόμη ένα ζεύγος

και το θηλυκό που γεννήθηκε δύο μήνες πριν γεννά το πρώτο της ζεύγος.

Άρα, συνολικά έχουμε πέντε ζευγάρια κουνελιών.Ο συνολικός αριθμός ζευγαριών είναι κάθε φορά και ένας όρος της ακολουθίας Φιμπονάτσι (δηλ. 1,1,2,3,5,8,13,…). [image: image11.emf]
Ο Luca Pacioli ήταν Ιταλός Φραγκισκανός μοναχός του 15ου και 16ου

αιώνα, επηρεασμένος από την αντίληψη της εποχής ότι οι νέες γνώσεις της

επιστήμης θα έπρεπε να ενταχθούν στο εκκλησιαστικό δόγμα. Το 1509

δημοσιεύτηκε στη Βενετία η τρίτομη πραγματεία του Divina Proportione

(Θεία Αναλογία) που περιέχει μια λεπτομερή σύνοψη των ιδιοτήτων του

Χρυσού Λόγου (τον οποίο αναφέρει ως «Θεία Αναλογία»), και μια μελέτη των

Πλατωνικών Στερεών και άλλων πολυέδρων.

Luca Pacioli (1445-1517)

Leonardo Da Vinci (1452-1519)

Ο σπουδαίος αυτός ζωγράφος, γλύπτης, μουσικός, μαθηματικός,

αρχιτέκτονας, μηχανικός, εφευρέτης, ανατόμος και γεωλόγος, έδωσε στον

αριθμό 1,618… την ονομασία «χρυσός αριθμός». Τον χρησιμοποίησε επίσης

με διάφορους τρόπους σε αρκετά από τα έργα του.

Το συμβολισμό τέλος με το ελληνικό γράμμα Φ στο χρυσό αριθμό, έδωσε

στις αρχές του εικοστού αιώνα ο Αμερικανός μαθηματικός Mark Barr, προς

τιμήν του γλύπτη Φειδία που επίσης χρησιμοποίησε τη χρυσή τομή

πολλούς αιώνες νωρίτερα.                                                                

3.Η ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΚΑΙΤΗ ΣΤΕΡΕΟΜΕΤΡΙΑ

3.1Μέσος και άκρος λόγος σε τμήμα

Το Φ προκύπτει μαθηματικά, αλλά απαντάται και στη φύση, με αρκετούς

διαφορετικούς τρόπους. Θεωρείται ότι δίνει αρμονικές αναλογίες και για το

λόγο αυτό έχει χρησιμοποιηθεί στην αρχιτεκτονική και τη ζωγραφική, τόσο

κατά την αρχαία Ελλάδα όσο και κατά την Αναγέννηση. Στη σημερινή

εποχή, τέτοια άρτια σχήματα συναντάμε ακόμα και στις πιστωτικές κάρτες!

Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να χωρίσουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα σε δύο

άνισα μέρη, κατά τρόπο ώστε ο λόγος του συνολικού του μήκους προς το

μήκος του μεγαλύτερου μέρους να ισούται με το λόγο του μήκους του

μεγαλύτερου μέρους προς το μήκος του μικρότερου. Στο σχήμα μας

δηλαδή, θέλουμε ο λόγος ΑΓ προς ΑΒ να ισούται με το λόγο ΑΒ προς ΒΓ. Η

τομή στο Β, η "χρυσή τομή" δηλαδή, είναι εκείνη η οποία επιτυγχάνει το

αποτέλεσμα αυτό, και στη μοναδική αυτή χρυσή τομή οι λόγοι ΑΓ/ΑΒ και

ΑΒ/ΒΓ ισούνται πάντοτε (ανεξάρτητα φυσικά από τα μήκη των εκάστοτε

ευθύγραμμων τμημάτων) με 1,618..., δηλαδή με τον αριθμό Φ.

Με τη γεωμετρική κατασκευή ενός ευθύγραμμου τμήματος σε μέσο και

άκρο λόγο ασχολείται ο Ευκλείδης στο σύγγραμμά του «ΣΤΟΙΧΕΙΑ» και το

θέτει ως εξής: «Nα διαιρεθεί ευθύγραμμο τμήμα σε δύο μέρη τέτοια, ώστε το

ορθογώνιο που έχει βάση το δεδομένο ευθύγραμμο τμήμα και ύψος το

μικρότερο από τα δύο τμήματα, να είναι ισοδύναμο προς το τετράγωνο που

έχει πλευρά το άλλο τμήμα».
3.2 Χρυσό Ορθογώνιο

Το ορθογώνιο με λόγο μικρότερης πλευράς προς μεγαλύτερη 1:Φ

ονομάζεται Χρυσό Ορθογώνιο. Θεωρείται το ωραιότερο αισθητικά από όλα

τα ορθογώνια παραλληλόγραμμα κι αυτός είναι ένας λόγος που οι

πιστωτικές κάρτες έχουν διαστάσεις χρυσού ορθογωνίου, ακριβώς για να

προσελκύουν πελάτες. Αν τοποθετήσουμε δύο ίσα χρυσά ορθογώνια το ένα

δίπλα στο άλλο - το ένα σε οριζόντια και το άλλο σε κάθετη θέση - και

φέρουμε τη διαγώνιο του οριζόντιου και την προεκτείνουμε, αυτή θα

συμπέσει με την άνω δεξιά γωνία του κάθετου ορθογωνίου.

Αυτή είναι μια μοναδική ιδιότητα που έχει το χρυσό ορθογώνιο: με άλλα

λόγια, αν σχεδιαστεί εσωτερικά σε αυτό ένα τετράγωνο (με πλευρά ίση με τη

μικρότερη πλευρά του ορθογωνίου), το ορθογώνιο που απομένει έχει λόγο

πλευρών πάλι 1:Φ. Η διαδικασία αυτή μπορεί να συνεχίζεται επ' άπειρον,

δημιουργώντας συνεχώς όλο και μικρότερα Χρυσά Ορθογώνια, κάθε φορά

με διαστάσεις μικρότερες, κατά παράγοντα Φ.

Οι διαγώνιες σε ένα οποιοδήποτε ζεύγος μητρικού - θυγατρικού

ορθογωνίου, διασταυρώνονται πάντα στο ίδιο σημείο, το οποίο και δεν

προσεγγίζεται ποτέ. Ο μαθηματικός Clifford A. Pickover αναφέρει το σημείο

αυτό, ως «Μάτι του Θεού».

Επιπλέον, το τετράγωνο που δημιουργείται στο μητρικό ορθογώνιο - αν

αφαιρέσουμε το θυγατρικό - ονομάζεται γνώμονας και το Χρυσό Ορθογώνιο

είναι το μοναδικό ορθογώνιο στο οποίο ο γνώμονας είναι το τετράγωνο.

Επίσης, αν ενωθούν οι απέναντι γωνίες σε κάθε τετράγωνο, με

εφαπτόμενα στις πλευρές τεταρτοκύκλια τόξα, σχηματίζεται μία κατά

προσέγγιση λογαριθμική σπείρα που ονομάζεται Χρυσή Σπείρα, η οποία

αναπτύσσεται γύρω από το σημείο τομής των διαγωνίων του αρχικού

Χρυσού Ορθογωνίου και των θυγατρικών, διατηρώντας το ίδιο σχήμα.

3.3 Χρυσή Σπείρα

Οι πραγματικά ενδιαφέρουσες εφαρμογές του Φ ξεκινούν από την

κατασκευή ενός άλλου γεωμετρικού σχήματος, που ονομάζεται Λογαριθμική

Σπείρα. Η κατασκευή αυτή βασίζεται στην ιδιότητα του χρυσού ορθογωνίου.

Η μοναδική ιδιότητα της λογαριθμικής σπείρας είναι το γεγονός ότι το

σχήμα της δεν αλλάζει όσο κι αν μεγαλώνει το μέγεθός της. Αυτό το

χαρακτηριστικό είναι γνωστό ως αυτο-ομοιότητα. Εντυπωσιασμένος από την

ιδιότητα αυτή, ο Ιάκωβος Μπερνούλι έγραψε ότι η λογαριθμική σπείρα

«μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως σύμβολο, είτε της σθεναρότητας είτε της

συνέχειας στην εναντιότητα, ή του ανθρώπινου σώματος, το οποίο μετά από

όλες τις αλλαγές, ακόμη και μετά τον θάνατο, θα επανέλθει στον ακριβή και

τέλειο εαυτό». Έτσι ζήτησε να χαραχτεί στον τάφο του αυτό το σχήμα μαζί με

την επιγραφή: «Eadem mutato resurgo» (αν και αλλαγμένος, ανυψώνομαι

πάλι ίδιος).

Υπάρχει ακόμα μια ιδιότητα στη λογαριθμική σπείρα. Αυξανόμενη με

συσσώρευση από το εσωτερικό της, η λογαριθμική σπείρα αναπτύσσεται,

όσο αυξάνεται η απόσταση μεταξύ των «σπειρών» της, καθώς απομακρύνεται

από την πηγή, γνωστή ως πόλος. Πιο συγκεκριμένα, γυρίζοντας σε ίσες

γωνίες αυξάνει την απόσταση από τον πόλο σε ίσους λόγους. Εάν

μπορούσαμε, με τη βοήθεια ενός μικροσκοπίου, να μεγεθύνουμε τις

σπείρες που είναι αόρατες στο γυμνό μάτι στο μέγεθος του σχήματος, θα

ταίριαζαν απόλυτα στη μεγαλύτερη σπείρα. Η ιδιότητα αυτή την ξεχωρίζει

από μια κοινή σπείρα ,γνωστή ως Αρχιμήδεια σπείρα. Ονομάστηκε έτσι από

τον μεγάλο Έλληνα μαθηματικό Αρχιμήδη, ο οποίος την περιέγραψε

εκτεταμένα στο βιβλίο του «Περί Ελίκων».

Σαν αποτέλεσμα ενός λάθους, το οποίο σίγουρα θα προκαλούσε θλίψη

στον Ιάκωβο Μπερνουγί, ο τεχνίτης που κατασκεύασε την ταφόπλακά του,

χάραξε πιθανότατα την Αρχιμήδεια σπείρα.

Η φύση αγαπάει τις λογαριθμικές σπείρες. Από τους ηλίανθους, τα

κοχύλια και τις δίνες, τους ανεμοστρόβιλους και τους τεράστιους

σπειροειδείς γαλαξίες, διαπιστώνουμε ότι η Φύση επιλέγει αυτό το όμορφο

σχήμα ως το αγαπημένο της «στολίδι». Για το λόγο αυτό, οι χρυσές σπείρες

περιέχονται ακόμα και στο ανθρώπινο σώμα.

3.4 Κανονικό πεντάγωνο και χρυσή τομή

Η χρυσή τομή εμφανίζεται σε ένα πλήθος γεωμετρικών στοιχείων του

κανονικού πενταγώνου. Θα αναφέρουμε μερικά από αυτά.

1) Ο λόγος μιας οποιασδήποτε διαγωνίου του πενταγώνου (ή αλλιώς

βραχίονα του αντίστοιχου πεντάκτινου αστέρα) προς τη πλευρά του είναι ο

χρυσός λόγος Φ.

2) Κάθε διαγώνιος του κανονικού πενταγώνου (δηλαδή κάθε βραχίονας του

πεντάκτινου αστέρα) τέμνεται από μια άλλη (από ένα άλλο βραχίονα) στη

θέση της χρυσής τομής, δηλαδή κάθε διαγώνιος διαιρεί αυτή που τέμνει και

διαιρείται από αυτή σε μέσο και άκρο λόγο.

3) Οι διαγώνιοι του κανονικού πενταγώνου τεμνόμενες γύρω από το κέντρο

του πενταγράμματος σχηματίζουν ένα άλλο, μικρότερο, κανονικό πεντάγωνο

οι διαγώνιοι του οποίου σχηματίζουν ένα δεύτερο πεντάγραμμα κ.ο.κ. σε μια

άπειρη ακολουθία κανονικών πενταγώνων και πενταγραμμάτων το ένα μέσα

στο άλλο σα Ρώσικες κούκλες. Οι πλευρές όλων αυτών των πενταγώνων και

οι βραχίονες των πενταγραμμάτων θα είναι διαρκώς σε μια ακολουθία

χρυσής τομής με βάση το Φ.

4) Οι ακτίνες του περιγεγραμμένου και του εγγεγραμμένου κύκλου στο

κανονικό πεντάγωνο έχουν σχέση 2:Φ.

5) Μια διαγώνιος του πενταγώνου είναι ο γεωμετρικός μέσος του ύψους του

πενταγώνου και της διαμέτρου του περιγεγραμμένου κύκλου του. Δηλαδή

d2 = (BK)·(ZH)

όπου d το μήκος των διαγωνίων του, ΒΚ | ΕΔ και ΖΗ διάμετρος του κύκλου

(Ο, ΟΑ).

3.5 Χρυσά τρίγωνα

Υπάρχουν δύο χρυσά τρίγωνα, και τα δύο ισοσκελή, ένα αμβλυγώνιο και

ένα οξυγώνιο. Στο αμβλυγώνιο ο λόγος της βάσης προς την πλευρά είναι

ίσος με το λόγο της χρυσής τομής, ενώ με το οξυγώνιο συμβαίνει το αντίθετο.

b/c = Φ c/d = Φ

3.6 Πολύεδρα

Τα Πλατωνικά στερεά είναι τα μόνα υπάρχοντα πολύεδρα στα οποία όλες

οι έδρες (καθενός συγκεκριμένου στερεού) είναι κανονικά πολύγωνα και

καθένα από αυτά τα στερεά μπορεί να περιγραφεί από μια σφαίρα (με όλες

τις κορυφές να ακουμπούν στη σφαίρα).

Τα Πλατωνικά στερεά είναι το τετράεδρο (με τέσσερις τριγωνικές έδρες), ο

κύβος (με έξι τετράγωνες έδρες), το οκτάεδρο (με οκτώ τριγωνικές έδρες), το

δωδεκάεδρο (με δώδεκα πενταγωνικές έδρες), και το εικοσάεδρο (με είκοσι

τριγωνικές έδρες).

Ο Πλάτων συνδύασε τις ιδέες του Εμπεδοκλή (περ. 490-430 π.Χ.), ότι τα

τέσσερα βασικά στοιχεία της ύλης είναι η γη, το νερό, ο αέρας και το πυρ,

με την «ατομική» θεωρία της ύλης (την ύπαρξη αδιαίρετων σωματιδίων) του

Δημοκρίτου από τα Άβδηρα (περ. 460 π.Χ-περ. 370 π.Χ). Η θεωρία του

προτείνει ότι καθένα από τα τέσσερα στοιχεία αντιστοιχεί σε ένα διαφορετικό

είδος βασικού σωματιδίου και αναπαριστάται από ένα από τα Πλατωνικά

στερεά. Η βασική ιδέα της θεωρίας του Πλάτωνα δεν είναι και πολύ

αντίθετη από τη διατύπωση του Τζον Ντάλτον για τη σύγχρονη χημεία τον

δέκατο ένατο αιώνα. Σύμφωνα με τον Πλάτωνα, η Γη σχετίζεται με τον

σταθερό κύβο, η «διεισδύουσα» ιδιότητα της φωτιάς με το αιχμηρό και

σχετικά απλό τετράεδρο, ο αέρας με την «ευγενική» εμφάνιση του

οκτάεδρου, και το νερό με το πολυπρόσωπο εικοσάεδρο. Το πέμπτο στερεό,

το δωδεκάεδρο αποδόθηκε από τον Πλάτωνα στο σύμπαν συνολικά, ή

σύμφωνα με τα λόγια του, το δωδεκάεδρο είναι εκείνο «που χρησιμοποίησε

ο Θεός για να στολίσει τους αστερισμούς σε όλον τον ουρανό». Αυτός είναι ο

λόγος που ο ζωγράφος Σαλβαδόρ Νταλί αποφάσισε να συμπεριλάβει ένα

τεράστιο δωδεκάεδρο που επιπλέει πάνω από το τραπέζι του Δείπνου στον

πίνακα «Η Θυσία του Μυστικού Δείπνου».

Ο Αριστοτέλης, μαθητής του Πλάτωνα δεχόταν τον αιθέρα, το υλικό των

ουράνιων σωμάτων, που θεώρησε ότι διαπερνάει ολόκληρο το σύμπαν, ως

την κοσμική πέμπτη ουσία. Ο αιθήρ, εξασφάλιζε την κίνηση και την

αλλαγή, σύμφωνα με τους νόμους της Φύσης. Η ιδέα μιας ουσίας που

διεισδύει σε όλον τον χώρο ως απαραίτητο μέσο για την προώθηση του

φωτός συνέχισε να επικρατεί έως το 1887, όταν ένα διάσημο πείραμα του

Αμερικανούφυσικού Άλμπερτ Ίμπρααμ Μάικελσον και του χημικού

Έντουαρντ Γουίλιαμς Μόρλι έδειξε ότι αυτό το μέσο δεν υπάρχει (ούτε και

απαιτείται σύμφωνα με τη σύγχρονη θεωρία του φωτός).

Ο Χρυσός Λόγος παίζει κρίσιμο ρόλο στις διαστάσεις και στις ιδιότητες

συμμετρίας κάποιων Πλατωνικών στερεών.
Η συμμετρία των Πλατωνικών στερεών οδηγεί και σε άλλες ενδιαφέρουσες

ιδιότητες. Για παράδειγμα, ο κύβος και το οκτάεδρο έχουν τον ίδιο αριθμό

ακμών (δώδεκα), αλλά ο αριθμός των εδρών και των κορυφών τους αλλάζει

(ο κύβος έχει έξι έδρες και οκτώ κορυφές, και το οκτάεδρο οκτώ έδρες και

έξι κορυφές). Το ίδιο συμβαίνει και για το δωδεκάεδρο και για το

εικοσάεδρο. Και τα δύο έχουν τριάντα ακμές, όμως το δωδεκάεδρο έχει

δώδεκα έδρες και είκοσι κορυφές, ενώ ισχύει το αντίθετο για το εικοσάεδρο.

Αυτές οι ομοιότητες στις συμμετρίες των Πλατωνικών στερεών επιτρέπουν

ενδιαφέρουσες απεικονίσεις ενός στερεού μέσα στο δίδυμο ή

συμπληρωματικό στερεό του. Εάν συνδέσουμε τα κέντρα όλων των εδρών

ενός κύβου, λαμβάνουμε ένα εικοσάεδρο, ενώ εάν συνδέσουμε τα κέντρα

των εδρών ενός οκτάεδρου λαμβάνουμε ένα κύβο.

Η ίδια διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί για την απεικόνιση ενός

εικοσάεδρου μέσα σε ένα δωδεκάεδρο και αντιστρόφως, και ο λόγος του

μήκους των ακμών τους (ενός εντεταγμένου στο άλλο) που λαμβάνονται,

μπορούν πάλι να εκφραστούν σε όρους του Χρυσού Λόγου ως

Το τετράεδρο είναι αυτοανταποκρινόμενο - ενώνοντας τα τέσσερα κέντρα

των εδρών του τετράεδρου δημιουργείται ένα άλλο τετράεδρο.

Ενώ στην Αρχαιότητα δεν ήταν γνωστές όλες οι ιδιότητες των Πλατωνικών

στερεών, ο Πλάτων και οι μαθητές του δεν παρέλειψαν ν’ αντιληφθούν την

καθαρή ομορφιά τους. Σε κάποια έκταση, ακόμη και οι αρχικές δυσκολίες

στην κατασκευή αυτών των σχημάτων θα μπορούσαν να θεωρηθούν μέρος

των ιδιοτήτων τους. Τελικά, η τελευταία πρόταση στο «Ιππίας Μείζων»

αναφέρει: «Όλα τα όμορφα είναι δύσκολα»!

3.7 Παράδοξο εμβαδόν

Ο Κέπλερ ανακάλυψε ότι ο λόγος των συνεχών αριθμών Φιμπονάτσι

συγκλίνει στον Χρυσό Λόγο. Μάλιστα, ανακάλυψε επίσης μια άλλη

ενδιαφέρουσα ιδιότητα των αριθμών Φιμπονάτσι: ότι το τετράγωνο κάθε

όρου διαφέρει συνήθως κατά 1 από το γινόμενο των δύο γειτονικών όρων

στην ακολουθία. Για παράδειγμα, καθώς η ακολουθία είναι:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,.., εάν πάρουμε 32=9, διαφέρει κατά 1 με το γινόμενο

των δύο όρων που είναι γειτονικοί του, δηλ. 2·5=10. Παρομοίως, 132=169,

που διαφέρει κατά 1 από το 8·21=168, και ούτω καθ’ εξής.

Αυτή η συγκεκριμένη ιδιότητα των αριθμών Φιμπονάτσι αποτελεί τη βάση

ενός περίεργου παράδοξου που παρουσιάστηκε για πρώτη φορά από τον

μεγάλο δημιουργό των μαθηματικών γρίφων, τον Σαμ Λόιντ (Sam Loyd,

1841-1911).

Το τετράγωνο και το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο που φαίνονται

παραπάνω, αποτελούνται από τέσσερα ‘‘ίσα’’ σχήματα: δύο τραπέζια με

βάσεις 3 και 5 και ύψος 5 και δύο ορθογώνια τρίγωνα με κάθετες πλευρές 3

και 8. Θα ’πρεπε λοιπόν κανονικά να έχουν το ίδιο εμβαδόν. Το τετράγωνο

με πλευρά 8 έχει εμβαδόν 82=64, αλλά το ορθογώνιο με βάση 13 και ύψος

5, έχει εμβαδόν 5·13=65!

Οι παραπάνω αριθμοί (3,5,8,13) είναι όλοι αριθμοί Φιμπονάτσι και το

τετράγωνο του 8 (δηλ. το 64) διαφέρει κατά μία μονάδα από το γινόμενο του

προηγούμενου επί του επόμενού του (5·13=65).

Η λύση του παράδοξου βρίσκεται στο γεγονός ότι τα κομμάτια δεν

ταιριάζουν ακριβώς στη μεγάλη διαγώνιο του ορθογωνίου - υπάρχει ένα

στενό τμήμα (ένα μακρύ λεπτό παραλληλόγραμμο) με εμβαδόν μιας

τετραγωνικής μονάδας που είναι Ο αριθμός 11 στην ακολουθία Fibonacci.
4.  Ο ΑΡΙΘΜΟΣ Φ

4.1  Το πρόβλημα της χρυσής τομής:

Διατύπωση από τον Ευκλείδη:

Να χωριστεί ευθύγραμμο τμήμα α σε δύο τμήματα x και y έτσι ώστε,

αν το x είναι μεγαλύτερο από το y, τότε το τετράγωνο που σχηματίζεται με

πλευρά x να έχει εμβαδόν ίσο με το ορθογώνιο που σχηματίζεται με

πλευρές α και y.

Εναλλακτικά:

Να διαιρεθεί ευθύγραμμο τμήμα α σε δύο τμήματα x και y με x > y,

έτσι ώστε ο λόγος x/y να είναι ίσος με το λόγο α/x.

Παρατηρούμε πως καθένα από τα προβλήματα ανάγεται στο άλλο,

καθώς

x2 = αy <=> x/y = α/x.

Ουσιαστικά λοιπόν, πρόκειται περί ενός ενιαίου προβλήματος.

Λύση:

Έστω x/y = α/x = φ <=> x/y = (x + y)/x = φ.

Έστω x/y = (x + y)/x <=> x2 = xy + y2.

Έστω y = 1. Τότε, από την ισότητα x/y = φ έχουμε φ = x.

Άρα x2 = xy + y2 <=> φ2 = φ + 1 <=> φ2 − φ −1=0.

Δ = 5, άρα φ = (1 �} √5)/2. Παρατηρούμε πως ο αριθμός (1-√5)/2 είναι

αρνητικός, όμως ο αριθμός φ εκφράζει το λόγο δύο ευθυγράμμων

τμημάτων, είναι επομένως θετικός αριθμός.

Άρα η λύση (1 – √5)/2 απορρίπτεται και έχουμε φ = (1 + √5)/2.

Ο αριθμός Φ = 1,618033... ονομάζεται χρυσός λόγος ή χρυσή τομή.

Συμβολίζεται με το εν λόγω γράμμα προς τιμή του αρχαίου Έλληνα γλύπτη

Φειδία, στου οποίου τα έργα και εμφανίζεται. Στη φύση και στα μαθηματικά

ο Φ εμφανίζεται με πληθώρα τρόπων, κυρίως μέσα από την ακολουθία

Fibonacci.

4.2  Άλλοι τρόποι έκφρασης του Φ:

Εκτός από θετική ρίζα της εξίσωσης x/y = (x + y)/x και πηλίκο δύο

διαδοχικών αριθμών της ακολουθίας Fibonacci, ο φ μπορεί να εκφραστεί

και ως συνεχές κλάσμα ή συνεχής ρίζα ως εξής:

φ2 = φ+1 <=> φ = (φ+1)/φ <=> φ = 1+1/φ <=> 1+1/φ = 1+1/(1+1/φ),

κ.ο.κ. Δηλ:

Ομοίως, φ2 = 1+φ <=> φ = √(1+φ) <=> φ = √[1+√(1+φ)], κ.ο.κ. Δηλ:

 4.3 Ο Φ στο τρίγωνο του Pascal:

Ισχύει ότι:

(α + β)° = 1

(α + β)1 = 1α + 1β

(α + β)2 = 1α2 + 2αβ + 1β2

(α + β)3 = 1α3 + 3α2β + 3αβ2 + 1β3

Ο οξυδερκής γάλλος μαθηματικός Μπλεζ Πασκάλ, παρατήρησε ότι αν

Απομονώσουμε τους παράγοντες που εμφανίζονται στα αναπτύγματα των

Άνωθεν ταυτοτήτων, μπορούμε να δημιουργήσουμε με αυτούς ένα τρίγωνο

Στο οποίο κάθε παράγοντας ισούται με το άθροισμα των δύο παραγόντων

Από πάνω του (εδώ πρέπει να αναφερθεί ότι πριν τον Πασκάλ, κινέζοι

Επιστήμονες καθώς και ο πέρσης μαθηματικός του 12ου αιώνα Ομάρ

Καγιάμ είχαν γνώση αυτής της τριγωνικής διάταξης των αριθμών):

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

κ.ο.κ.

Το τρίγωνο αυτό είναι γνωστό ως το τρίγωνο του Pascal.

Ο Φ εμφανίζεται στο τρίγωνο του Pascal μέσω των αριθμών της

ακολουθίας Fibonacci. Αυτό συμβαίνει ως εξής: αν φέρουμε διαγωνίους, το

άθροισμα των αριθμών που ορίζονται από αυτές μάς δίνει πάντοτε έναν

αριθμό της ακολουθίας Fibonacci:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

Παρατηρούμε πως οι 7 πλήρεις διαγώνιοι που σχηματίζονται (κάθε μία

με το δικό της χρώμα) περιέχουν αριθμούς των οποίων το άθροισμα μάς

δίνει 7 διαδοχικούς όρους της ακολουθίας Fibonacci.

Η πορτοκαλί διαγώνιος περιέχει μόνο το 1.

Η μπλε, το ίδιο.

Στην πράσινη έχουμε 1 + 1 = 2.

Στην κόκκινη, 2 + 1 = 3.

Στην κίτρινη, 1 + 3 + 1 = 5.

Στην καφέ, 1 + 4 + 3 = 8.

Και στη γκρι, έχουμε 1 + 5 + 6 + 1 = 13.

Επομένως, προκύπτει με αυτό τον τρόπο η ακολουθία 1,1,2,3,5,8,13,

δηλαδή οι όροι της ακολουθίας Fibonacci από τον α1 έως τον α7. Με τον ίδιο

τρόπο προκύπτουνκαι οι επόμενοι όροι της, χρησιμοποιώντας κι άλλες

σειρές από το τρίγωνο του Pascal.

 4.4 Ο Φ στις πυθαγόρειες τριάδες:

Ας θεωρήσουμε τέσσερις διαδοχικούς αριθμούς της ακολουθίας

Fibonacci (π.χ., 2,3,5 και 8). Το γινόμενο των εξωτερικών όρων είναι

2・8=16. Το διπλάσιο του γινομένου των εσωτερικών όρων είναι 2・3・5=30. Το

άθροισμα των τετραγώνων των εσωτερικών όρων είναι 32 + 52 = 34.

Παρατηρούμε πως οι αριθμοί αυτοί αποτελούν μία πυθαγόρεια τριάδα,

μπορούν δηλαδή να αποτελέσουν το μήκος των πλευρών ενός ορθογωνίου

τριγώνου, καθώς ισχύει για αυτούς το πυθαγόρειο θεώρημα, ισχύει δηλαδή

πως

α2 = β2 + γ2 για α = 34, β = 30 και γ = 16 (342 = 302 + 162 = 1156).

Αυτή η ιδιότητα της ακολουθίας Fibonacci ισχύει για κάθε τετράδα

συνεχομένων όρων της και ανακαλύφθηκε από τον μαθηματικό Charles
Στο δράμα The Piccolomini του Γερμανού θεατρικού συγγραφέα

Φρίντριχ Σίλερ, ο αστρολόγος Σένι δηλώνει πως ≪το έντεκα είναι αμαρτία. Το

έντεκα υπερβαίνει τις Δέκα Εντολές≫. Εκφράζει έτσι μία άποψη που

χρονολογείται από το Μεσαίωνα. Το έντεκα ωστόσο, εκτός από ≪αμαρτωλός≫
αριθμός, είναι και ιδιαίτερα όμορφος και συνδέεται άμεσα με τη ακολουθία

Fibonacci.

Θεωρείστε το άθροισμα των πρώτων δέκα αριθμών της ακολουθίας

Fibonacci:

1+1+2+3+5+8+13+21+34+55=143.

Παρατηρούμε πως ο αριθμός που προκύπτει διαιρείται τέλεια με το 11

(143:11=13).

Το ίδιο όμως συμβαίνει και με κάθε δεκάδα διαδοχικών όρων της

ακολουθίας Fibonacci. Γενικά δηλαδή ισχύει για την ακολουθία Fibonacci

πως το άθροισμα

αν + αν+1 + ... + αν+8 + αν+9

είναι πάντοτε της μορφής 11κ , κ ε Ν .

Επιστρέφοντας στο παράδειγμά μας, παρατηρούμε πως το άθροισμα

των δέκα πρώτων όρων της ακολουθίας Fibonacci ισούται με το

εντεκαπλάσιο του εβδόμου συνεχομένου όρου (143=11·13). Αυτή η ιδιότητα

επίσης ισχύει για κάθε άθροισμα δέκα διαδοχικών αριθμών της ακολουθίας

Fibonacci, δηλαδή έχουμε πάντοτε

αν + αν+1 + ... + αν+8 + αν+9 = 11αν+6.

Επιπλέον, ο ενδέκατος όρος της ακολουθίας Fibonacci, ο αριθμός 89,

είναι ιδιαίτερος για τον εξής λόγο: το κλάσμα 1/89 ισούται με το δεκαδικό

0,01123595... Ας υποθέσουμε πως διατάσσουμε τους όρους της

ακολουθίας Fibonacci ως δεκαδικά ψηφία με τον εξής τρόπο:

0,01

0,001

0,0002

0,00003

0,000005

0,0000008

0,00000013

0,000000021

Έτσι, το ψηφίο των μονάδων του πρώτου όρου βρίσκεται στη δεύτερη

δεκαδική θέση, του δεύτερου στη τρίτη, κ.ο.κ. (το ψηφίο των μονάδων του

ν-οστού αριθμού θα βρίσκεται στη δεκαδική θέση ν+1). Προσθέτοντας τους

αριθμούς που προκύπτουν, θα λάβουμε ως άθροισμα τον αριθμό

0,01123595... που ισούται με 1/89ι κρυμμένο                                                                           

5. Η XΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΟΝ ΑΝΘΡΩΠΟ ΚΑΙ ΤΟ

ΖΩΙΚΟ ΒΑΣΙΛΕΙΟ

Η χρυσή τομή είναι η διαίρεση ενός ευθύγραμμου τμήματος σε δύο άνισα

μέρη. O λόγος του μεγαλύτερου τμήματος προς το μικρότερο, είναι ίσος με

το λόγο ολόκληρου του τμήματος προς το μεγαλύτερο. Και στους δύο

αυτούς λόγους, το αποτέλεσμα θα είναι ο αριθμός Φ=1,618...

ΑΒ / ΒΓ = ΑΓ / ΑΒ

Το α+β είναι για το α

ό,τι είναι το α για το β

5.1 Η ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΟΝ ΑΝΘΡΩΠΟ

1) Σώμα

Ο ομφαλός είναι το σημείο που δημιουργεί τη χρυσή τομή στο σώμα μας.

Η θέση στην οποία βρίσκεται είναι τέτοια, ώστε αν διαιρέσουμε το μήκος

από το σημείο αυτό και κάτω με το μήκος από τον ομφαλό και πάνω, θα

μας δώσει περίπου τον αριθμό Φ, δηλ. 1,618. Το ίδιο αποτέλεσμα θα

πάρουμε αν διαιρέσουμε όλο το ύψος μας με το μήκος από τον ομφαλό και

κάτω.

Επίσης, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα, και η θέση των ώμων καθώς

και η άκρη του κεφαλιού μας και του χεριού μας σε ανάταση, σχηματίζουν

χρυσές τομές. Λαμβάνοντας το μήκος από τον ομφαλό ως τα πόδια ως μία

μονάδα και παρατηρώντας τους αριθμούς που είναι σημειωμένοι, βλέπουμε

(κατά προσέγγιση) ότι:

1:0,618=1,618 0,618:0,382=1,618 0,382:0,236=1,61

2) Δάκτυλα

Τα μήκη ανάμεσα στις αρθρώσεις των δακτύλων είναι ανάλογα προς τους

αριθμούς 2, 3, 5, και 8, δηλαδή σε αριθμούς Φιμπονάτσι.

3) Χέρια

Οι θέσεις του αγκώνα, του καρπού και της άκρης των δακτύλων μας, είναι

σημεία που δημιουργούν χρυσή τομή.

4) Πρόσωπο

Το ανθρώπινο πρόσωπο έχει πάρα πολλά παραδείγματα που σχετίζονται

με τη χρυσή αναλογία. Το κεφάλι διαμορφώνει ένα χρυσό ορθογώνιο με τα

μάτια στο μέσον του. Το στόμα, η μύτη και τα μάτια σχηματίζουν χρυσές

τομές. Ο αριθμός Φ καθορίζει τις διαστάσεις του ανθρώπινου προφίλ.

Ακόμα και όταν βλέπουμε ένα κεφάλι από το πλάι, παρατηρούμε χρυσά

Ορθογώνια.
5) Δόντια

Η χρυσή αναλογία εφαρμόζεται ακόμα και στα δόντια όπως θα δούμε και

στην παρακάτω φωτογραφία με το αποτέλεσμα να είναι αισθητικά ωραίο.

5.2 Η ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΟ ΖΩΙΚΟ ΒΑΣΙΛΕΙΟ

1) Μέλισσες

Αν μετρήσουμε τις μέλισσες σε μία κυψέλη οπουδήποτε στον κόσμο, θα

παρατηρήσουμε ότι η αναλογία ανάμεσα σε εργάτριες και κηφήνες

προσεγγίζει κατά πολύ το Φ. Αυτή είναι μια ανακάλυψη που έγινε το 1966

από τον Νταγκ Γιανέγκα του Μουσείου Έρευνας στην Εντομολογία του

Πανεπιστημίου της Καλιφόρνιας.

Επίσης, το γενεαλογικό δέντρο του κηφήνα είναι μια ακολουθία

Φιμπονάτσι: Έχει 1 μητέρα, 2 παππούδες (θηλυκό-αρσενικό), 3

προπαππούδες (2 από την οικογένεια της γιαγιάς  και 1 από την οικογένεια

του παππού, 5 προ-προπαππούδες, 8 προ-προ-παππούδες κ.ο.κ.

2) Δελφίνια, Πεταλούδες και όχι μόνο

Σε θηλαστικά όπως τα δελφίνια, έντομα όπως οι πεταλούδες, αλλά και

σε πολλά ζώα, η χρυσή τομή εμφανίζεται επάνω τους με διάφορους

τρόπους, όπως φαίνεται στα παρακάτω σχήματα.

3) Όστρακο Ναυτίλος

Το χαρακτηριστικότερο ίσως παράδειγμα παρουσίας της χρυσής τομής

στο θαλάσσιο κόσμο είναι το όστρακο Ναυτίλος, του οποίου το κέλυφος

ακολουθεί τη χρυσή σπείρα.

4) Γεράκι Πετρίτης

Οι πετρίτες είναι από τα πιο γρήγορα πουλιά στη γη, καθώς ζυγιάζονται

και ορμούν προς τον στόχο τους με ταχύτητες έως και 200 μίλια την ώρα.

Θα μπορούσαν όμως να πετούν ακόμα πιο γρήγορα εάν απλώς πετούσαν σε

ευθεία αντί να ακολουθούν μια σπειροειδή τροχιά προς το θύμα τους.

Ο λόγος που επιλέγουν αυτό τον τρόπο επίθεσης, είναι ο εξής: Επειδή τα

μάτια του γερακιού βρίσκονται στις δύο πλευρές του κεφαλιού τους, για να

εκμεταλλευτούν την οξύτατη όρασή τους, πρέπει να κινούν το κεφάλι τους

κατά 40 μοίρες προς τη μια πλευρά ή προς την άλλη. Κάτι τέτοιο όμως θα

επιβράδυνε την ταχύτητά τους σημαντικά Έτσι, τα γεράκια κρατούν το

κεφάλι τους ίσιο και ακολουθούν μια λογαριθμική σπείρα. Η λογαριθμική

σπείρα όμως έχει μία χαρακτηριστική ιδιότητα. Είναι «ισογώνια». Εάν

χαράξουμε μια ευθεία γραμμή από τον πόλο προς οποιοδήποτε σημείο

επάνω στην καμπύλη, η ευθεία τέμνει την καμπύλη ακριβώς προς την ίδια

γωνία. Έτσι, τα γεράκια εκμεταλλεύονται την ισογώνια ιδιότητα της σπείρας

και διατηρούν το στόχο τους στο οπτικό τους πεδίο ενώ μεγιστοποιούν την

ταχύτητά το                                                                                                                                                                      6.  Η ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΗ ΦΥΣΗ

Ένας από τους πρώτους που ασχολήθηκε με τη ¨χρυσή τομή¨, ήταν ο

Πυθαγόρας. Είναι ενδιαφέρον να ξέρουμε ότι παρατήρησε πως τα φυτά και

τα ζώα δεν μεγαλώνουν τυχαία, αλλά σύμφωνα με ακριβείς μαθηματικούς

κανόνες.

6.1  ΛΟΥΛΟΥΔΙΑ

Ο αριθμός των πετάλων που έχουν τα λουλούδια, βασίζεται σε

μαθηματική ακολουθία. Για παράδειγμα, υπάρχουν πολλά λουλούδια με

ένα πέταλο, με δύο, με τρία, με πέντε και πάει λέγοντας, όπως δηλαδή και

οι όροι της ακολουθίας Fibonacci (1,2,3,5,8,13,21,34,55, κλπ.). Πολύ πιο

σπάνια θα δούμε λουλούδια με αριθμό πετάλων που είτε δεν ανήκει στην

ακολουθία Fibonacci είτε δε βρίσκεται ≪κοντά≫ στους όρους της (εύκολα

μπορεί να βρούμε λουλούδι με 20 ή 22 πέταλα - αριθμοί που είναι κοντά

στο 21 - αλλά πολύ πιο δύσκολα με 18 ή 24).

Κρίνος με 1 πέταλο Eυφορβία με 2 πέταλα Αγριόκρινος με 3 πέταλα

Πρίμουλα με 5 πέταλα Κορέοψις με 8 πέταλα Μελία με 13 πέταλα

Η μαργαρίτα πολλές φορές έχει 21 πέταλα, άλλες 34 κι άλλες 55 πέταλα

Εδώ πρέπει να προσθέσουμε επίσης πως πολλά φυτά κατά την ανάπτυξή

τους ακολουθούν την ακολουθία Fibonacci. Για παράδειγμα το

μυριόφυλλο. Όταν φυτρώνει ξεκινάει με 1 κλωνάρι, μετά βγάζει κι άλλο ένα

οπότε έχει 2, ενώ μετά από ίσα χρονικά διαστήματα προχωράει στα 3, στα

5, στα 8, στα 13, όπως βλέπουμε και στην εικόνα :

Επίσης, σε πολλα φυτά, τα νέα φύλλα που δημιουργούνται προχωρούν

γενικά κατά την ίδια γωνία μεταξύ των γραμμών που συνδέουντο κέντρο

του βλαστού με τα διαδοχικά φύλλα. Η γωνία αυτή προσεγγίζει τις 137,5

μοίρες (Χρυσή Γωνία). Με δεδομένο τώρα ότι ο κύκλος έχει 360 μοίρες, αν

αφαιρέσουμε το 137,5 από το 360, βρίσκουμε 222,5. Πόσο κάνει

360:222,5; Το μαντέψατε…1,618.

Η κατανομή των σπόρων στο ηλιοτρόπιο είναι κυκλική. Η σπείρα είναι

προς τα έξω ενώ έχει διπλή κατεύθυνση, δηλαδή και όπως κινούνται οι

δείκτες του ρολογιού και αντίστροφα, από το κέντρο του λουλουδιού. Ο

αριθμός των σπειρών και προς τις δύο κατευθύνσεις είναι δύο διαδοχικοί

αριθμοί στην ακολουθία Fibonacci. Οι συνηθέστεροι είναι τα ζεύγη 21-34,

34-55 και 89-144.

Ηλίανθος Κουκουνάρι

Τα κουκουνάρια είναι ένα ακόμα τρανό παράδειγμα της ακολουθίας

Fibonacci. Όλα τα κουκουνάρια αναπτύσσονται σε σπείρες, ξεκινώντας από

τη βάση όπου ήταν ο μίσχος, και πηγαίνοντας κυκλικά μέχρι να φτάσουμε

στην κορυφή.

Ο αριθμός των σπειρών (8 δεξιόστροφες - 13 αριστερόστροφες) σε καθεμιά

από τις δύο κατευθύνσεις του κύκλου του είναι γειτονικοί όροι της

ακολουθίας Fibonacci.

                                                                                                                                                                                                                                                                               6.2 ΓΑΛΑΞΙΕΣ, ΠΛΑΝΗΤΕΣ ΚΑΙ ΔΙΝΕΣ

Ο αριθμός Φ εμφανίζεται και στους Γαλαξίες. Τεράστιοι σχηματισμοί από

εκατοντάδες δισεκατομμύρια αστέρια δημιουργούν σπειροειδείς γαλαξίες. Η

λογαριθμική σπείρα είναι παρούσα στη μεγαλύτερη κλίμακα. Το ίδιο

σχήμα έχουν και οι δίνες, αλλά σε μικρότερη κλίμακα.

Επίσης, οι διαστάσεις της Γης και της Σελήνης είναι σε σχέση Φ

σχηματίζοντας ένα Χρυσό Τρίγωνο. Πράγματι, η μέση ακτίνα της Γης είναι

6.371 km, ενώ της Σελήνης 1.737,05 Km. Το άθροισμά τους δίνει 8.108,05

km. Αν λάβουμε την ακτίνα της Γης ως μία μονάδα, τότε ο παραπάνω

αριθμός αντιστοιχεί στο √Φ. Αν μπορούσαμε να ≪κολλήσουμε≫ τη γη και τη
σεληνη, τότε το ορθογώνιο τρίγωνο που θα σχηματιζόταν θα είχε πλευρες 1,φ και √φ, ακριβώς όπως και στη μεγάλη πυραμίδα της αιγύπτου.
τέλος, με προσέγγιση 99,6%, οι περίοδοι της γης (365,25 μέρες) και της
αφροδίτης (224,7 μέρες) σχετίζονται επίσης μεταξύ τους δίνοντας λόγο φ.υς. κατω απο τη μακρια διαγωνιοη χρυση τομη 
7. Η ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΗ ΖΩΓΡΑΦΙΚΗ

Τα μαθηματικά και η τέχνη, αν και φαινομενικά τουλάχιστον, αποτελούν

δύο ξεχωριστά πεδία της ανθρώπινης δραστηριότητας, είναι δυνατόν να

συνδυαστούν και να δώσουν δημιουργίες οι οποίες αποτελούν

αξιοθαύμαστο μείγμα εντυπωσιακής πολυπλοκότητας και εκπληκτικής

ομορφιάς.

Ανέκαθεν, τα μαθηματικά έπαιζαν

ένα σημαντικό ρόλο στην εξέλιξη της

τέχνης. Κατά καιρούς αναδείχθηκαν

εξέχουσες μορφές, οι οποίες

χρησιμοποίησαν μαθηματικά ως το

βασικό συστατικό της τέχνης τους.

Πολλοί είναι οι καλλιτέχνες οι οποίοι

έχουν δημιουργήσει τα έργα τους με

την βοήθεια των μαθηματικών και

συγκεκριμένα της χρυσής τομής,

όπως για παράδειγμα, οι Λεονάρντο

Ντα Βίντσι και Σαλβαντόρ Νταλί. The Bathers at Ansieres του Georges Seurat

 7.1 ΑΡΙΘΜΟΣ Φ

O λόγος δύο διαδοχικών αριθμών της ακολουθίας Φιμπονάτσι ονομάζεται

Χρυσή τομή ή Χρυσή αναλογία, συμβολίζεται με τον αριθμό Φ και

προσεγγίζει τον άρρητο αριθμό 1.61803398… Το βιβλίο το οποίο μελετούσε

τον αριθμό Φ, εικονογραφήθηκε από το γνωστό Ιταλό καλλιτέχνη Λεονάρντο

Ντα Βίντσι. Ο Ντα Βίντσι, για αρκετό καιρό έδειξε ένα διακαές ενδιαφέρον

για τα μαθηματικά στην τέχνη και τη φύση και επιδόθηκε σε συστηματικές

μελέτες. Ερεύνησε τις αναλογίες του ανθρωπίνου σώματος και ειδικότερα τις

αναλογίες στο ανθρώπινο πρόσωπο όπως στα έργα του «Μόνα Λίζα» και

«Άνθρωπος του Βιτρούβιου».

7.2«Ο Άνθρωπος του Βιτρούβιου»

Ο Άνθρωπος του Βιτρούβιου είναι ένα διάσημο

σχέδιο με συνοδευτικές σημειώσεις του Λεονάρντο

Ντα Βίντσι, που φτιάχτηκε περίπου το 1490 σε ένα

από τα ημερολόγιά του. Απεικονίζει μία γυμνή

αντρική φιγούρα σε δύο αλληλοκαλυπτόμενες

θέσεις με τα μέλη του ανεπτυγμένα και συγχρόνως

εγγεγραμμένη σε ένα κύκλο και ένα τετράγωνο. Το

σχέδιο και το κείμενο συχνά ονομάζονται Κανόνας

των Αναλογιών και στηρίζεται στο "χρυσό κανόνα"

του Φιμπονάτσι. Σύμφωνα με τις σημειώσεις του

Ντα Βίντσι στο συνοδευτικό κείμενο, το σχέδιο

έγινε ως μελέτη των αναλογιών του (ανδρικού)

ανθρώπινου σώματος όπως περιγράφεται σε μια πραγματεία του Ρωμαίου

αρχιτέκτονα Βιτρούβιου, που είχε γράψει για το ανθρώπινο σώμα:

μια παλάμη έχει πλάτος τεσσάρων δακτύλων

ένα πόδι έχει πλάτος τέσσερις παλάμες

ένας πήχης έχει πλάτος έξι παλάμες

το ύψος ενός ανθρώπου είναι τέσσερις πήχεις (και άρα 24 παλάμες)

μια δρασκελιά είναι τέσσερις πήχεις

Το μήκος των χεριών ενός άντρα σε διάταση είναι ίσο με το ύψος του

η απόσταση από την γραμμή των μαλλιών ως την κορυφή του

στήθους είναι το 1/7 του ύψους του άνδρα

η απόσταση από την κορυφή του κεφαλιού ως τις θηλές είναι το 1/4

του ύψους του άνδρα

το μέγιστο πλάτος των ώμων είναι το 1/4 του ύψους του άνδρα

η απόσταση από το αγκώνα ως την άκρη του χεριού είναι το 1/5 του

ύψους του άνδρα

η απόσταση από τον αγκώνα ως την μασχάλη είναι το 1/8 του ύψους

του άνδρα

το μήκος του χεριού είναι 1/10 του ύψους ενός άνδρα

η απόσταση από την άκρη του πηγουνιού ως την μύτη είναι το 1/3

του μήκους του προσώπου

η απόσταση της γραμμής των μαλλιών ως τα φρύδια είναι το 1/3 του

μήκους του προσώπου

το μήκος του αυτιού είναι το 1/3 του μήκους του προσώπου.

Το ίδιο το σχέδιο συχνά χρησιμοποιείται ως ένα υπονοούμενο σύμβολο της

ουσιώδους συμμετρίας του ανθρώπινου σώματος, και κατά προέκταση του

σύμπαντος ως σύνολο.

7.3 «Μόνα Λίζα»

Ένα από τα πιο φημισμένα και αμφιλεγόμενα έργα του Λεονάρντο Ντα

Βίντσι είναι και η «Μόνα Λίζα». Ο Ντα Βίντσι ζωγράφισε το πρόσωπο της

Μόνα Λίζα ώστε αυτό να χωράει τέλεια σε ένα χρυσό ορθογώνιο και δόμησε

τον υπόλοιπο πίνακα γύρω από το πρόσωπο χωρίζοντάς τον επίσης σε

χρυσά ορθογώνιο.
Η ταυτότητα της γυναίκας στον πίνακα όμως αμφισβητείται από πολλούς

και δεν είναι λίγοι εκείνοι που υποστηρίζουν ότι στον πίνακα ο Λεονάρντο

ζωγράφισε τον ίδιο του τον εαυτό στη "θηλυκή" του εκδοχή καθώς ο Ντα

Βίντσι ήταν υποστηρικτής της ισορροπίας ανάμεσα στο θηλυκό και το

αρσενικό.

7.4«Μυστικός Δείπνος»

Πρόκειται για μια τοιχογραφία στον τοίχο της μονής Σάντα Μαρία ντέλε  Γκράτσιε που ο Λεονάρντο Ντα Βίντσι την ξεκίνησε το 1495 και την τελείωσε το 1498.Ο “Μυστικός Δείπνος” του Λεονάρντο είναι γεμάτος ανησυχητικές εκτροπές: δεν υπάρχει το Άγιο Δισκοπότηρο, ούτε δείχνει το Χριστό να θεσπίζει το μυστήριο της Θείας Ευχαριστίας. Στα πρόσωπα δε των μαθητών αναγνωρίζει κανείς τα πορτραίτα επιφανών ετερόδοξων της εποχής του και το έργο ολόκληρο φαίνεται ότι μεταφέρει ένα συγκλονιστικό κρυφό μήνυμα. Παρόλα αυτά το έργο μάς εντυπωσιάζει ακόμα και σήμερα καθώς είναι μια πραγματική και θαυμαστή μελέτη του ¨χρυσού κανόνα".

7.5Σαλβαντόρ Νταλί και Χρυσός Λόγος

Ένας ακόμα καλλιτέχνης που επηρεάστηκε από τη Χρυσή αναλογία ήταν

ο Ισπανός ζωγράφος Σαλβαντόρ Νταλί (1904-1989). Ο Νταλί συνδέθηκε με

το καλλιτεχνικό κίνημα του υπερρεαλισμού και υπήρξε μια εκκεντρική

φυσιογνωμία της σύγχρονης τέχνης.

Όπως παρατηρούμε στον πίνακα του Νταλί «Θυσία του Μυστικού

Δείπνου», οι διαστάσεις του πίνακα βρίσκονται σε Χρυσό Λόγο μεταξύ τους.

Επίσης, το μέρος από ένα τεράστιο δωδεκάεδρο φαίνεται να πλέει πάνω από το
το τραπέζι και να το καλύπτει (τα Πλατωνικά στερεά και ιδιαίτερα το

δωδεκάεδρο σχετίζονται στενά με το χρυσό λόγο).

«Η Θυσία του Μυστικού Δείπνου» του Σαλβαντόρ Νταλί

7.6 Έργα άλλων καλλιτεχνών που εμπνεύστηκαν από τη

Χρυσή Αναλογία

“Η Αγία Οικογένεια” του Μιχαήλ Άγγελου «Η σταύρωση» του Ραφαήλ

“Η γέννηση της Αφροδίτης” του Μποτιτσέλι Αυτοπροσωπογραφία του Ρέμπραντ

7.7 Η ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΗ ΓΛΥΠΤΙΚΗ

Ο Μιχαήλ Άγγελος, εκτός από τη ζωγραφική, χρησιμοποίησε τη χρυσή

τομή και στη γλυπτική, όπως στο δημιούργημά του «Δαυίδ». Οι αναλογίες

του Δαυίδ συμμορφώνονται με τη χρυσή τομή από τη θέση του ομφαλού σε

σχέση με το ύψος του μέχρι τη θέση των αρθρώσεων στα δάχτυλά του.

Στην Αφροδίτη της Μήλου, αριστούργημα του Αγήσανδρου ή

Αλέξανδρου της Αντιοχείας, η θέση του ομφαλού επίσης χωρίζει το άγαλμα

σε μέσο και άκρο λόγο.

Ο «Δαυίδ» του Μιχαήλ Άγγελου Η «Αφροδίτη της Μήλου» Άγαλμα του «Modulor»

Στη σύγχρονη εποχή, ο Le Corbusier μεταχειρίστηκε το σύστημα της

χρυσής τομής για να σχηματίσει το δικό του σύστημα αναλογιών, γνωστό ως

Modulor, εργαλείο μέτρησης βασισμένο στο ανθρώπινο σώμα και στα

μαθηματικά.

Στο άγαλμα «Le Modulor» με βάση τις ιδανικές διαστάσεις που πρότεινε ο

Le Corbusier στο ομότιτλο βιβλίο του, ο άντρας ύψους 183 εκ., με το

σηκωμένο χέρι φτάνει τα 226 εκ., ενώ ο ομφαλός του βρίσκεται ακριβώς

στη μέση, στα 113 εκ. Ο λόγος 183/                                                                                                           

8.  Η ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΗΝ ΑΡΧΙΤΕΚΤΟΝΙΚΗ

Η χρυσή τομή ορίζεται ως το πηλίκο των θετικών αριθμών α και β, όταν

ισχύει α/β = α+β/α, που ισούται περίπου με 1,618. Θεωρείται ότι δίνει

αρμονικές αναλογίες και για το λόγο αυτό έχει χρησιμοποιηθεί στην

αρχιτεκτονική και τη ζωγραφική, τόσο στην αρχαία Ελλάδα όσο και κατά

την Αναγέννηση. Τη χρυσή τομή εισήγαγε και υπολόγισε ο Πυθαγόρας,

(περίπου 585-500 π.Χ.) που γεννήθηκε στη Σάμο, και ίδρυσε

σημαντικότατη φιλοσοφική σχολή στον Κρότωνα της Μεγάλης Ελλάδας

(Κάτω Ιταλία). Η χρυσή τομή συμβολίζεται με το γράμμα Φ προς τιμήν του

Φειδία, του γνωστότερου ίσως γλύπτη της ελληνικής αρχαιότητας, και του

σημαντικότερου της κλασικής περιόδου.

Ο αριθμός Φ είναι ένα μυστικό της ομορφιάς το οποίο διατηρήθηκε και

φαίνεται σε πολλά έργα τέχνης στην αρχιτεκτονική. Για παράδειγμα, στην

πρόσοψη του Παρθενώνα εγγράφεται ένα χρυσό ορθογώνιο με πλευρές που

έχουν λόγο Φ. Το χρυσό ορθογώνιο εμφανίζεται συνέχεια στην κατασκευή

του Παρθενώνα. Στο παρακάτω σχήμα βλέπουμε έξι χρυσά ορθογώνια.

Στο σχέδιο του Παρθενώνα δεν υπάρχει ούτε μία ευθεία γραμμή αλλά

παντού συναντάμε απαλές καμπύλες. Στις αναλογίες του συναντάμε το

χρυσό αριθμό Φ και την σχέση α/2α+1.

Έπειτα, τον αριθμό Φ τον ανακαλύπτουμε και στα αρχαία θέατρα της

Επιδαύρου και της Δωδώνης. Η ορχήστρα της Επιδαύρου είναι ένας τέλειος

κύκλος,ενώ το κοίλον του αποτελεί τμήμα σφαίρας.

34 σειρές καθισμάτων στο κάτω διάζωμα και 21 στο επάνω δίνουν ως

άθροισμα τον αριθμό 55.

Το άθροισμα των πρώτων 10 αριθμών (1+2+3+4+5+6+7+8+9+10) δίνει 55,

το άθροισμα των πρώτων 6 (1+2+3+4+5+6) δίνει 21 και το άθροισμα των 4

τελευταίων (7+8+9+10) δίνει 34.

Ο χρυσός αριθμός Φ κάνει την εμφάνισή του μιας και ο λόγος του

αριθμού των σειρών των δύο διαζωμάτων είναι 34/21=1,618=Φ, αλλά και ο

λόγος του συνόλου των σειρών προς τον αριθμό των σειρών του κάτω

διαζώματος είναι 55/34=1,618=Φ.

Το αρχαίο θέατρο της Επιδαύρου Το αρχαίο θέατρο της Δωδώνης

Το μαντείο της Δωδώνης αφιερωμένο στον Δία, θεωρείται από τα

παλιότερα και σημαντικότερα στον Ελλαδικό χώρο. Συγκέντρωνε πλήθος

πιστών κυρίως από την Ήπειρο, την Μακεδονία και τα νησιά του Ιονίου

πελάγους. Οι χρησμοί βασίζονταν στο θρόισμα της ιερής βελανιδιάς που

εξηγούσαν οι ειδικευμένοι ιερείς. Το θέατρο της Δωδώνης χωριζόταν σε τρία

διαζώματα (με 19 σειρές εδωλίων το κάτω, 15 το μεσαίο και 21 το επάνω)

και εννέα κερκίδες. Κι εδώ παρατηρούμε την παρουσία των αριθμών

Φιμπονάτσι 21 και 34 (19+15) και την εμφάνιση της χρυσής τομής.

Στη συνέχεια έχουμε την πυραμίδα του Χέοπος, η οποία εκτός του ότι

είναι γεωδαιτικό σημείο, αποτελεί αστρονομική αναφορά της ακριβούς

διαρκείας ενός αστρικού έτους, των αποστάσεων μεταξύ γης-ήλιου και γης-

σελήνης. Είναι μνημείο αφιερωμένο στον αριθμό π=3,14 και στον αριθμό

Φ=1.618, τη γνωστή χρυσή τομή.

3 5113, αντιστοιχεί με μεγάλη προσέγγιση.                                                                                                          9. Η ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΗ ΜΟΥΣΙΚΗ

Η μουσική του Μότσαρτ σίγουρα είναι εξαιρετική, ο τρόπος όμως με τον

οποίο έφτιαξε αυτούς τους εκπληκτικούς ήχους αμφισβητείται.

Σύμφωνα με την αδελφή του, στα μαθητικά του χρόνια ο Βόλφγκανγκ "δε

μιλούσε για τίποτα, δε σκεπτόταν τίποτα παρά μόνον αριθμούς". Επιπλέον,

στα περιθώρια μερικών από τις συνθέσεις του σημείωνε μαθηματικές

εξισώσεις. Μάλιστα, στη Fantasia και Fugue σε Ντο Ματζόρε, υπάρχουν στα

περιθώρια οι υπολογισμοί της πιθανότητας μιας νίκης του σε μια

λαχειοφόρο αγορά. Αν και αυτές οι εξισώσεις δεν αφορούσαν τη μουσική

του, εν τούτοις προδίδουν μια έλξη και μια αγάπη που είχε στα

μαθηματικά.

Wolfgang Amadeus Mozart (1756-1791)

Η δομή της μουσικής του Μότσαρτ έλκυσε την προσοχή των

Μαθηματικών, που σκοπός τους ήταν να διερευνήσουν κατά πόσο ο

περίφημος αυτός συνθέτης επηρεάστηκε από αυτά. Ένας από τους πολλούς

ήταν και ο John F. Putz, Καθηγητής Μαθηματικών στο Κολλέγιο Alma του

Μίσιγκαν. Λαμβάνοντας υπόψη ότι η μουσική του Μότσαρτ ήταν περίφημη

για τον αρμονικό της ήχο και για τις κομψές της αναλογίες, σκέφτηκε ότι θα

ήταν ενδιαφέρον να ελεγχθεί εάν τα τμήματά του στις σονάτες για πιάνο που

χρησιμοποίησε ήταν πολύ κοντά στη διαίρεση της χρυσής τομής.

Στο περιοδικό Mathematics Magazine του Οκτωβρίου του 1995, ο Putz

περιέγραψε την έρευνά του για το αν η χρυσή αναλογία εμφανίζεται στις

σονάτες για πιάνο του Μότσαρτ. Σύμφωνα με τον Putz:

"Στον καιρό του Μότσαρτ, η μουσική φόρμα της σονάτας εξελίχθηκε σε

δύο μέρη: στην Έκθεση, όπου το μουσικό θέμα εισάγεται, και στην

Ανάπτυξη και Επανέκθεση όπου το κύριο θέμα αναπτύσσεται και

επαναλαμβάνεται. Είναι αυτός ο χωρισμός σε δύο ευδιάκριτα τμήματα...

[που] δίνει την αιτία για να αναρωτηθεί κανείς πώς ο Μότσαρτ διένειμε

αυτές τις εργασίες."

Δηλαδή ο Μότσαρτ διαίρεσε τις σονάτες του σύμφωνα με τη χρυσή

αναλογία, με την Έκθεση ως πιο το σύντομο τμήμα (x) και την Ανάπτυξη

και Επανέκθεση ως το πιο μεγάλο (1-x);

Ο Putz αντιστοίχισε τα δύο τμήματα - την Έκθεση (x) και την Ανάπτυξη

και Επανέκθεση (1-x) - από τον αριθμό των μέτρων στο κάθε ένα. Στο πρώτο

μέρος της σονάτας αριθ.1 σε Ντο Ματζόρε παραδείγματος χάριν, η Έκθεση

αποτελείται από 38 μέτρα και η Ανάπτυξη και Επανέκθεση από 62 μέτρα.

Η διαίρεση 62:38 δίνει πηλίκο περίπου 1,63, προσεγγίζοντας πολύ το

χρυσό αριθμό. Αυτό είναι πολύ σημαντικό, γιατί δεν υπάρχουν άλλοι

ακέραιοι αριθμοί από το 1 έως το 100 (εκτός από τους 38 και 62) που

διαιρούμενοι μεταξύ τους να προσεγγίζουν πλησιέστερα τη χρυσή αναλογία.

Μια εξίσου καλή προσέγγιση στο χρυσό τμήμα υπάρχει και στο δεύτερο

μέρος αυτής της σονάτας. Το τρίτο μέρος, εντούτοις, παρεκκλίνει από τη

χρυσή τομή.

Στο Mathematics Teaching Volume 84 του 1978, ο Derek Haylock

ισχυρίζεται ότι ο Beethoven χρησιμοποίησε τη χρυσή τομή στην περίφημη

Πέμπτη Συμφωνία του. Το μοτίβο της διαιρεί την πρώτη πράξη σε χρυσό

λόγο.

Η πρώτη πράξη αποτελείται από το μοτίβο (5 μέτρα), ένα μουσικό τμήμα

(372 μέτρα), ξανά το μοτίβο (5 μέτρα), ένα άλλο μουσικό τμήμα (228 μέτρα)

και ολοκληρώνεται με το μοτίβο (5 μέτρα).

Παρατηρούμε ότι: 372+5=377 228+5=233 377:233=1,618

Ludwig van Beethoven (1770-1827)

Άλλοι συνθέτες που πιθανόν να χρησιμοποίησαν τη Χρυσή Τομή είναι οι

Debussy, Schubert, Satie, Bartok και ο Bach (ο οποίος μάλιστα συνήθιζε

να κωδικοποιεί το όνομά του και να το εμφανίζει στις συνθέσεις του).

Johann Sebastian Bach (1685-1750)

9.1 Ακολουθία Fibonacci + Lateralus

Το συγκρότημα του μεταλλικού ροκ Tool, στο τραγούδι του Lateralus

χρησιμοποιεί την ακολουθία Fibonacci. Ο αριθμός των συλλαβών των

λέξεων ανάμεσα στις παύσεις είναι οι έξι πρώτοι αριθμοί Fibonacci (1, 2, 3,

5, 8, 13):

(1) Black, (1) then, (2) white are, (3) all I see, (5) in my in・fan・cy, (8) red

and yel・low then came to be, (5) rea・ching out to me, (3) lets me see.

(2) There is, (1) so, (1) much, (2) more and (3) beck・ons me, (5) to look

through to these, (8) in・fi・nite pos・si・bil・i・ties.

(13) As be・low so a・bove and be・yond I im・ag・ine, (8) drawn out・side the

lines of rea・son.

(5) Push the en・ve・lope.

(3) Watch it bend.

Tool

Η χρυσή αναλογία σχετίζεται άμεσα με σπείρες, οι οποίες αναφέρονται

αρκετές φορές τους στίχους.

Τα φωνητικά του τραγουδιστή ξεκινούν 1 λεπτό και 37 δευτερόλεπτα μετά

την έναρξη του τραγουδιού, το οποίο αντιστοιχεί σε 1,617 λεπτά (ο χρυσός

αριθμός είναι περίπου 1,618).

Τα μέτρα είναι ασυνήθιστα και αλλάζουν από 9/8 σε 8/8 και 7/8. Όπως

έχει πει και ο ντράμερ του συγκροτήματος, ο αυθεντικός τίτλος του

τραγουδιού ήταν 9-8-7. Ο αριθμός 987 είναι ο 17ος όρος της ακολουθίας

Fibonacci (αν θεωρήσουμε ως πρώτο όρο το 0 και όχι το 1).

9.2 Τα μουσικά όργανα συχνά βασίζονται στο Φ

Το βιολί από πολλούς θεωρείται ο βασιλιάς των

μουσικών οργάνων. Είναι το πιο διαδεδομένο όργανο

μαζί με το πιάνο και την κιθάρα. Οι πιο συνηθισμένες

του ονομασίες είναι: Violino στα ιταλικά, Violon στα

γαλλικά, Violin στα αγγλικά και Geige στα γερμανικά.

Η κύρια ονομασία του προήρθε από τον Ιταλικό

Violino, που είναι υποκοριστικό του Viola. Στο βιολί η

εμφάνιση της χρυσής τομής είναι συχνή

Το ηχείο του βιολιού έχει δώδεκα ή περισσότερα τόξα καμπυλότητας σε

κάθε πλευρά. Το επίπεδο τόξο στη βάση συχνά επικεντρώνεται στο σημείο

Χρυσής Τομής που βρίσκεται στην κάθετο προς το κεντρικό ευθύγραμμο

τμήμα.

Στο πιάνο, η οκτάβα του πληκτρολογίου αποτελείται από δεκατρία

πλήκτρα, οκτώ λευκά και πέντε μαύρα. Τα πέντε μαύρα με τη σειρά τους,

αποτελούν μία ομάδα δύο πλήκτρων και μία τριών. Οι αριθμοί 2,3,5,8,13

είναι διαδοχικοί αριθμοί Fibonacci.

T

Τέλος, οι μουσικές συχνότητες βασίζονται στην ακολουθία Fibonacci, όπως

φαίνεται και στον παρακάτω πίνακα:Relationship
When

A=432 *

Octave

below

Octave

above

1/1 440 440.00 A Root 432 216 864

2/1 880 880.00 A Octave 864 432 1728

2/3 293.33 293.66 D Fourth 288 144 576

2/5 176 174.62 F Aug Fifth 172.8 86.4 345.6

3/2 660 659.26 E Fifth 648 324 1296

3/5 264 261.63 C Minor Third 259.2 129.6 518.4

3/8 165 164.82 E Fifth

162

(Phi)

81 324

5/2 1,100.00 1,108.72 C# Third 1080 540 2160

5/3 733.33 740.00 F# Sixth 720 360 1440

5/8 275 277.18 C# Third 270 135 540

8/3 1,173.33 1,174.64 D Fourth 1152 576 2304

8/5 704 698.46 F Aug. Fifth 691.2 345.6 1382.4

9.3 Η ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΟΝ ΚΙΝΗΜΑΤΟΓΡΑΦΟ

Βασισμένη στο ομώνυμο βιβλίο του Dan Brown, ο ≪Κώδικας ντα Βίντσι≫

εμφανίστηκε στις κινηματογραφικές οθόνες το 2006.

Αν και μπορεί να μην το έχετε παρατηρήσει, υπάρχουν σκηνές όπου

έχουμε αναφορά στην χρυσή τομή, όπως όταν ένας κωδικός ≪σπάει≫ με

χρήση αριθμών της ακολουθίας Fibonacci…

Στην κλασσική ταινία ≪Θωρηκτό Ποτέμκιν≫ (η οποία γυρίστηκε το 1925

από το γεννημένο στη Ρίγα της Λετονίας Ρώσο σκηνοθέτη Sergei

Eisenstein), χρησιμοποιείταιη Χρυσή Τομή. Στο διάρκειας 75 λεπτών έργο,

οι σημαντικές σκηνές ξεκινούν σε χρονικά σημεία τα οποία δημιουργούν

χρυσές τομές μεταξύ τους.

≪Ο Κώδικας ντα Βίντσι≫ Σεργκέι Αϊζενστάιν

9.4 Η ΧΡΥΣΗ ΤΟΜΗ ΣΤΗΝ ΠΟΙΗΣΗ

Στην αγγλική ποίηση, η ομοιοκαταληξία έχει να κάνει με στίχους που

τελειώνουν με παρόμοιους ήχους, όπως στο παιδικό τραγούδι:

Twinkle twinkle little star.

How I wonder what you are.

Up above the world, so high.

Like a diamond in the sky.

Επίσης έχουμε το ρυθμό των ξεχωριστών ήχων (που ονομάζονται

συλλαβές). Λέξεις όπως twinkle έχουν δύο συλλαβές: twin-kle, ενώ λέξεις

όπως star έχουν μόνο μία. Μερικές συλλαβές τονίζονται περισσότερο από

άλλες, έτσι ώστε να ακούγονται πιο δυνατά (όπως το TWIN στο twinkle), ενώ

άλλες τονίζονται λιγότερο και είναι πιο ήσυχες (όπως το KLE στο twinkle).

Αν συμβολίσουμε με S μια τονισμένη συλλαβή και με s μια λιγότερο

τονισμένη, τότε ο τονικός σχεδιασμός κάθε στίχου του ποιήματος, είναι το

μέτρο του. Στο παραπάνω ποίημα, το μέτρο κάθε στίχου είναι SsSsSsS.
Στη σανσκριτική ποίηση, οι συλλαβές είναι είτε μακρές (L), είτε βραχείες

(S). Ας υποθέσουμε ότι μία μακρά συλλαβή διαρκεί διπλάσιο χρόνο από

μία βραχεία. Το ερώτημα είναι:

Στη σανσκριτική ποίηση, αν όλοι οι στίχοι έχουν την ίδια χρονική

διάρκεια, τι συνδυασμούς βραχειών (S) και μακρών (L) συλλαβών μπορούμε

να έχουμε;

Για μία χρονική μονάδα, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μόνο μία

βραχεία συλλαβή S (1 τρόπος).

Για δύο χρονικές μονάδες, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε είτε δύο

βραχείες συλλαβές SS είτε μία μακρά L (2 τρόποι).

Για τρεις χρονικές μονάδες, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε είτε τρεις

βραχείες συλλαβές SSS είτε μία βραχεία και μία μακρά SL είτε μία μακρά

και μία βραχεία LS (3 τρόποι).

Για τέσσερις χρονικές μονάδες, οι τρόποι δεν είναι τέσσερις, αλλά πέντε:

SSSS, SSL, SLS, LSS, και LL.

Η γενική απάντηση είναι ότι για ένα στίχο χρονικής διάρκειας ν, ο

αριθμός των δυνατών συνδυασμών βραχειών κα μακρών συλλαβών είναι ο

ν-οστός όρος της ακολουθίας Fibonacci. Αυτό έγινε αντιληπτό από τον

Acarya Hemacandra περίπου το 1150 μ.Χ., δηλαδή 70 χρόνια πριν ο

Φιμπονάτσι δημοσιεύσει την πρώτη έκδοση του Liber Abaci το 1202!

9.5 Αινειάδα και Ομηρικά Έπη

Ο George Eckel Duckworth, καθηγητής κλασσικής φιλολογίας στο

Πανεπιστήμιο του Πρίνστον, στο βιβλίο του Structural Patterns and

Proportions in Vergil’s Aeneid του 1962, υποστήριξε πως ο Βιργίλιος

συνέθεσε την Αινειάδα στη βάση μαθηματικής αναλογίας και πως σε μικρές

μονάδες καθώς και στα κύρια τμήματα, χρησιμοποιείται η περίφημη

αριθμητική αναλογία που είναι γνωστή και ως χρυσή τομή.

Αντίθετη γνώμη είχαν οι Λέοναρντ Α. Κέρτσιν και Ρότζερ Χερτς-Φίσλερ, οι

οποίοι το 1981 αμφισβήτησαν με ανάλυση που έκαναν τα στοιχεία του

Duckworth και υποστήριξαν ότι δεν υπήρχε μαρτυρία για το Χρυσό Λόγο

στην Αινειάδα.

Τέλος, υπάρχουν αναφορές πως και ο Όμηρος είχε χρησιμοποιήσει τη

Χρυσή Τομή στα έπη του, όπως αυτή του David Gordon στο 'From Cheop’s

Pyramid to Homer and Pound: The Golden Caesura' (giving evidence that

the golden section may be found as a constituent in Homer(s and Pound(s

metrics, [with a note on measurement by Iain Odlin]); Paideuma, XX, 1 &
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10.1 Αυτόομοιότητα

Αυτόομοιότητα (self-similarity) είναι η ιδιότητα ενός σχήματος να είναι

όμοιο με ένα ή περισσότερα τμήματά του. Έτσι, στο κλαδί της φτέρης για

παράδειγμα, οποιοδήποτε φυλλαράκι της και αν παρατηρήσουμε, θα δούμε

ότι είναι όμοιο με ένα μεγαλύτερο φύλλο αλλά και το ολόκληρο το κλαδί.

Αν παρατηρήσουμε προσεκτικά ένα μικρό κομμάτι από ένα σύννεφο ή ένα

μικρό τμήμα ανθρώπινου νεφρού, διαπιστώνουμε ότι η βασική γεωμετρική

του δομή παραμένει η ίδια σε κάθε κλίμακα (από το πολύ μικρό μέχρι το

πολύ μεγάλο).

10.2 Φράκταλ

Ο διεθνής όρος φράκταλ (fractal, ελλ. μορφόκλασμα ή μορφοκλασματικό

σύνολο) προέρχεται από το λατινικό fractio [θραύσμα, κομμάτι] και

πρωτοχρησιμοποιήθηκε από τον Γάλλο μαθηματικό Benoit Mandelbrot το

1975. Στα Μαθηματικά, τη Φυσική αλλά και σε πολλές επιστήμες

ονομάζεται έτσι ένα γεωμετρικό σχήμα που επαναλαμβάνεται αυτούσιο σε

άπειρο βαθμό μεγέθυνσης, κι έτσι συχνά αναφέρεται σαν "απείρως

περίπλοκο". Το φράκταλ παρουσιάζεται ως "μαγική εικόνα" που όσες φορές

και να μεγεθυνθεί οποιοδήποτε τμήμα του θα συνεχίζει να παρουσιάζει ένα

εξίσου περίπλοκο σχέδιο με μερική ή ολική επανάληψη του αρχικού.

Χαρακτηριστικό επομένως των φράκταλ είναι η αυτοομοιότητα σε κάποιες

δομές τους, η οποία εμφανίζεται σε διαφορετικά επίπεδα μεγέθυνσης.

Φράκταλ απαντώνται και στη φύση, χωρίς όμως να υπάρχει άπειρη

λεπτομέρεια στη μεγέθυνση όπως στα φράκταλ που προκύπτουν από

μαθηματικές σχέσεις. Ως παραδείγματα φράκταλ στη φύση, αναφέρονται το

σχέδιο των νιφάδων του χιονιού, τα φύλλα των φυτών ή οι διακλαδώσεις των

αιμοφόρων αγγείων.

10.3 Ακολουθία Φιμπονάτσι

Θεωρήστε τον επόμενο απλό αλγόριθμο για τη δημιουργία μιας

ακολουθίας που είναι γνωστή ως η Χρυσή Ακολουθία. Ξεκινήστε με τον

αριθμό 1, και στη συνέχεια αντικαταστήστε το 1 με το 10. Στη συνέχεια,

αντικαταστήστε το εκάστοτε 1 με το 10 και το εκάστοτε 0 με το 1. Θα έχετε

τα ακόλουθα βήματα:

1

10

101

10110

10110101

1011010110110

101101011011010110101

κ.ο.κ.

Σημειώστε ότι οι αριθμοί των 1 σε κάθε γραμμή είναι: 1,1,2,3,5,8...

σχηματίζουν δηλαδή μια ακολουθία Φιμπονάτσι και το ίδιο ισχύει και για

τα 0 (ξεκινώντας από τη δεύτερη γραμμή). Επιπλέον, ο λόγος του αριθμού

των 1 προς τον αριθμό των 0 πλησιάζει το Χρυσό Λόγο καθώς αυξάνονται οι

όροι της ακολουθίας. Ξεκινώντας με το 1 (στην πρώτη γραμμή), και

συνεχίζοντας με το 10 (στη δεύτερη γραμμή), και απλώς προσαρτώντας σε

κάθε γραμμή τη γραμμή που προηγείται αυτής, μπορούμε επίσης να

δημιουργήσουμε ολόκληρη την ακολουθία. Για παράδειγμα, η τέταρτη

γραμμή, 10110, λαμβάνεται με προσάρτηση της δεύτερης γραμμής, 10,

στην τρίτη, 101, και ούτω καθ' εξής.

Η χρυσή ακολουθία είναι αυτοόμοια σε διαφορετικές κλίμακες. Ας

πάρουμε την ακολουθία 101101011011010110101… που φτιάξαμε πριν

κι ας την εξετάσουμε με έναν ≪μεγεθυντικό φακό≫ με την εξής έννοια:

Ξεκινώντας από αριστερά, αντικαθιστούμε πάλι κάθε 1 με 10 και κάθε 0 με

1. Δημιουργείται έτσι ο εξής αριθμός: 101101011011010110101… που

είναι όμοιος με τον αρχικό.
Ακόμα και η τυπωμένη μορφή του συνεχιζόμενου κλάσματος που ισούται

με το Χρυσό Λόγο έχει την ιδιότητα της αυτοομοιότητας:

Το ίδιο ισχύει και για τη μορφή που έχει ο αριθμός Φ όταν γράφεται όχι

με κλάσματα, αλλά με ρίζες:

  11. Βιβλιογραφία

• ≪Ο Χρυσός Λόγος - Η ιστορία του Φ, του εκπληκτικότερου αριθμού≫,

Mario Livio (Ενάλιος, 2005)

• ≪Η Χρυσή Τομή - Η μαθηματική γλώσσα της ομορφιάς≫, Fernando

Corbalan (4π, 2011)

• ≪Μαθηματικά≫ (Eπιστημονική Βιβλιοθήκη Life), David Bergamini

(Λύκειος Απόλλων, 1976)

• ≪Οι Μυστικοί Αριθμοί - Από το σχήμα της χιονονιφάδας στο σχήμα

του σύμπαντος≫, Ian Stewart (Π. Τραυλός, 2003)

• ≪Το Μικρό Βιβλίο Των Συμπτώσεων≫, John Martineau (Αλεξάνδρεια,

2009)

• ≪Ευκλείδου Στοιχεία≫

Δικτυακοί Τόποι

http://www.world-mysteries.com/sci_17.htm

http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Fibonacci/fib.html

http://www.goldennumber.net/index.htm

http://www.stangrist.com/fibonacci.htm

http://mathmosxos.blogspot.com/

http://el.wikipedia.org/wiki/

http://atlaswikigr.wetpaint.com/pageοιο όμως δεν έχει ακόμα επαληθευθεί
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